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Как известно, в промышленной теплотехнике при моделировании про­
цесса нагрева различают прямоточный и противоточный теплообмен тела 
и окружающей среды. Математическое моделирование прямоточного теп­
лообмена несколько проще противоточного, благодаря чему на данный 
момент теплотехника располагает вполне приемлемыми методиками ин­
женерных расчетов соответствующих прямоточных тепловых процессов.
Иное положение с теорией и практикой противоточного теплообмена. 
При теплообмене движущихся навстречу друг другу материала и газа тем­
пературы обоих агентов изменяются в тесной взаимозависимости, устано­
вить которую можно, лишь решив соответствующую краевую задачу. 
В этой задаче температура теплоносителя (газа) неизвестна, что требует 
введения в математическую модель теплопроводности дополнительного 
граничного условия в виде уравнения теплового баланса. Это усложнение 
математической модели существенно затормозило развитие общей техни­
ческой теории противоточного теплообмена. Но такой теплообмен имеет 
определенные преимущества перед прямоточным и весьма широко рас­
пространен в технике, особенно в металлургии [1]. Как отмечено в [2], при 
разработке методик расчета соответствующих тепловых процессов вводит­
ся ряд упрощающих предпосылок, наиболее существенными из которых 
являются: 1) пренебрежение термической массивностью тел; 2) неизмен­
ность теплофизических характеристик; 3) передача всей теплоты от газа к 
телу конвективным путем.
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Первая предпосылка позволила исключить из математической модели 
дифференциальное уравнение теплопроводности. Но разработанные с 
учетом этого методики неприемлемы для расчета нагрева тел со значи­
тельной тепловой инерцией. Для уточнения пришлось ставить и решать 
уже краевые задачи теплопроводности. Благодаря второй и третьей пред­
посылкам эти .математические модели были линеаризованы, что и позво­
лило получить точные аналитические решения известными методами ма­
тематической физики. Эти решения приемлемы в исследовании противо- 
точных процессов фильтрационного типа, где идет в основном конвектив­
ный теплообмен между газом и насыпной кусковой массой. Но они непри­
годны для расчета противоточного нагрева металла в методических про­
ходных нагревательных печах непрерывного действия, где доля радиаци­
онной составляющей теплообмена становится преобладающей.
На актуальность задач противоточного теплообмена массивных тел в 
условиях лучистого теплообмена указал еще в 1956 г. А. В. Кавалеров [3]. В 
работе [4] приведено рещение для противоточного теплообмена массив­
ной пластины; при этом решение было сведено к определению двух вспо­
могательных функционалов, вычисление которых было осуществлено на 
аналоговой вычислительной мащине (гидростатическом интеграторе сис­
темы Будрина). Были составлены также таблицы для практических расче­
тов. Между тем, в металлургии широко распространены цилиндрические и 
близкие к ним призматические слитки.
Приведем решение задачи противоточного теплообмена применитель­
















^  = Sk [е?(т) -  ej]2«; 
dx
где р = - ; е  = е(р, т)=
е(р, 0) = 00 = е' = const; 0J.(O) = Or = 1, 
T{r, t) at; x = 5к = Оз(7’")^Л/Х; „ = Kc/(K,c^); 
R
T, Гр — абсолютные температуры тела и газа; R — радиус цилиндра; п — от­
ношение водяных чисел; К= AR/2 — объем тела; А — его тепловоспринима­
ющая поверхность; Кр — объем газа; Х, а, с, Ср, о,, — общепринятые обозна­
чения известных теплофизических характеристик и параметров теплооб­
мена; индексы «'» и «"» обозначают переменные величины на входе и вы­
ходе соответственно.
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Задача решалась известным [5] методом эквивалентных источников 
(МЭИ) в рамках широко используемой в металлургической теплотехнике 
модели термического слоя [6].
Приведем решение, полученное для цилиндра [7].
И нерционны й этап (О < т < tq; Р(0^Р ^ 1): 
температура
0,(р, т) = в" + де(т)[р -  Р(т)]7 [г(т)]; 
толшина прогретого слоя
Hx)=l-^(x)=sfv2x-
В момент окончания инерционного этапа продолжительность и тол­
щина прогретого слоя
Хо = 1/ 12; /(То)=1;
температурный перепад
Ае,(т)=0,„(т)-0 '= — =^/х7і 2; Д0,(Хо)=1/12; 
Цх)
температура поверхности
0 ,„(т)= 0 '+ Д 0 ,(т) = 0 '+  0 |n(to)=  0 '+ 1 /12 ;
температура газа
0,г(т)= 1+ у Д 0 ,(т ) /(т )= 1 + у ; 0,г(то)= 1 + ^  .




Д02(х)=02п(Х)- 0 п ,П )= у [0 2 гМ -0 2 п (^ )] ; 
температура газа
к
Ф,(х) = 1п02,(х)-р1п[1-А:02,(х)]- 
1-и
2А:^ 0І(х)
. Sk ,где р= 1+— к - 1-и(0' + 0,014)’
продолжительность нагрева тела до температуры поверхности 
02п(''*)=02п =О02г;
( 1 )
T.=to + /:2(o;:_O;;)/[8Sk(l-n(0'+O,OI4))], (2)
где т) — наперед заданный (требуемый) показатель уровня завершенности 
процесса нагрева металла.
Зная изменение температуры газа 02r('t) из выражения (1), температуру 
02п('г) поверхности тела находим решением алгебраического уравнения
®2п п®2п ~  > (3)
где "1п = ^ ;  <'on<f)=02r(T)+^[02r('r)-l+(0'+O.O14)«]-
Необходимый нам корень уравнения (3) вычисляется по известным 
формулам;
02п(г)= ф щ /Ь-Ь^-Ь )12\
Температура газа 0* при заданном показателе завершенности нагрева 
0* =г|0* определяется по формулам:
л* 4 л» 4 1 -  пт|
02г + d \ r h r =  Оог< =  —  -------------Sk (1 -ц‘*)п “Ог -
4 1-/1(0'+ 0,014)
Sk (1 -V)«
Найденное значение 0* и подставляется в формулу (2).
На основании полученного решения нами проведено исследование из­
менения во времени температурных функций 0r(t), 0n("t) и Д0(т) в зависи­
мости от определяющих параметров Sk, п, 0q = 0'-
Результаты расчета приведены на рис. 1—3. На рис. 4 изображена функция 
распределения /(<) = 1 -  [0п -  0(р, t)]/[0j,(T) -  0ц(т)), которая на инерцион­
ном этапе (0 < X < То = 0,083) принимает вид F (^p) = [р — P(x)]V[l — Р('с)]^ . а на 
упорядоченном этапе (х S xq) -  вид ^2(р) = р2.
Заметим, что некоторая сложность (скорее, громоздкость) процедуры 
расчетов по предложенным аналитическим формулам может быть устра­
нена путем компьютеризации полученного решения. Если приближенное 
аналитическое решение дает результаты приемлемой для практики точ­
ности, то значительно проще, экономичнее и рациональнее использовать 
ЭВМ в роли «арифмометра» для расчета по готовому решению, нежели ре­
шать нелинейную краевую задачу с многими параметрами численными 
методами на ЭВМ. Ведь аналитическая функция позволяет в любой прос­



















Рис. 2. Изменение температуры поверхности цилиндра 9^ во времени т в зависимости от 
критерия Sk при я = 0,8 и 0о=9'=О,5
Рис. 3. Изменение температурного перепала Д9 вдоль радиуса цилиндра во времени т в зависи­
мости от критерия Sk при я =  0,8 и 9о=0'=О,5
о 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1,0 
Р(х) ----- ►
Рис. 4. Распределение температурной функиии F(p)  вдоль радиуса цилиндра на инерционном 
(т = 0,04 < to) и упорядоченном (т > Xq) этапах нагрева
численными методами исследователь при любом изменении исходных 
данных должен решать задачу заново.
В заключение необходимо отметить, что развитие численных методов, 
безусловно, важно и необходимо и никак не должно препятствовать разви­
тию аналитических методов. И те, и другие одинаково актуальны и пер­
спективны.
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